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En aquest treball farem un estudi del problema restringit dels tres cossos i de les o`rbites
d’ejeccio´-col·lisio´. Com e´s conegut (veure [10]), per a valors suficientment petits del
para`metre de masses µ i regions de Hill prou restrictives existeixen 4 o`rbites d’ejeccio´-
col·lisio´. Nosaltres verificarem i estendrem nume`ricament l’existe`ncia d’aquestes 4 o`rbites
per valors de µ ∈ (0, 0.5] i per valors de la constant de Jacobi menys restrictius. A me´s,
es presentaran noves o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ per regions de Hill fitades.
Tambe´ introduirem el concepte d’o`rbita d’n-ejeccio´-col·lisio´ i farem una exploracio´ nume`rica
per valors de µ ∈ (0, 0.5] i valors de la constant de Jacobi tals que la regio´ de Hill que
conte´ el primari me´s gran e´s fitada i no conte´ el primari de massa petita. Per aquestes
o`rbites obtindrem resultats similars pero` me´s interessants que pel cas n = 1 descrit a [10].
Paraules clau: problema restringit dels 3 cossos, ejeccio´, col·lisio´, regularitzacio´, o`rbites




In this study we analyze the restricted three body problem and its ejection-collision orbits.
As it is well-known (see [10]), for a sufficiently small value of the mass parameter µ and
sufficiently restricted Hill regions, there are exactly 4 ejection-collision orbits. We check
their existence and extend numerically these 4 orbits for µ ∈ (0, 0.5] and for less restrictive
values of the Jacobi. In addition we obtain new ejection-collision orbits for bounded Hill
regions.
We introduce the concept of n-ejection-collision orbits and we explore numerically for
µ ∈ (0, 0.5] and values of the Jacobi constant such that the Hill region containing the
largest primary is bounded and does not contain the smaller one. We obtain similar but
more interesting results than for the case n = 1 explained in [10].
Key words: restricted three body problem, ejection, collision, regularization, ejection-
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El problema restringit de tres cossos
Si hi ha un problema per antonoma`sia dins de la meca`nica celest aquest e´s, sens dubte,
el problema restringit de tres cossos (RTBP). Mentre que pel problema general de dos
cossos, gra`cies a la integrabilitat del sistema, existeix una solucio´ anal´ıtica (veure [1] o
[2]), el problema general de tres cossos no admet una solucio´ d’aquest tipus.
Seguint les idees del cas de dos cossos podem reduir les 18 equacions del moviment del
problema general de tres cossos -tres components per la posicio´ i tres per la velocitat de
cada cos- a 8 (veure [1] o [2]) utilitzant les 10 integrals primeres del sistema (6 pel centre
de masses, 1 per l’energia i 3 me´s pel moment angular). Ara be´ el problema continua sent
complex i no es pot resoldre anal´ıticament.
La primera aproximacio´ al problema general dels tres cossos e´s el problema restringit. En
ell, considerarem que un dels cossos te´ massa infinitesimal i, per tant, no te´ influe`ncia
sobre el moviment dels altres dos cossos el qual podem determinar anal´ıticament. Aquest
problema, tot i ser significativament menys complex, e´s un bon model per alguns sistemes,
com per exemple el Sol-Terra-Lluna.
O`rbites d’ejeccio´ col·lisio´
En particular, en aquest treball considerarem el RTBP circular i pla, e´s a dir, els dos cossos
massius descriuen o`rbites circulars entre ells i el moviment del cos de massa infinitesimal
queda restringit al pla de moviment dels altres dos cossos.
Aix´ı doncs, l’objectiu principal d’aquest problema sera` estudiar les o`rbites descrites pel
cos de massa infinitesimal que ejecten del cos me´s massiu i hi tornen a col·lisionar, les
anomenades o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´. Ara be´, l’estudi anal´ıtic de l’existe`ncia d’aquestes
o`rbites nome´s esta` contemplat pels casos en que` el para`metre de masses e´s molt petit i




Per tant, l’objectiu d’aquest treball sera` per una banda verificar i estendre els resultats de
[10] sobre l’existe`ncia de 4 o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ per a regions de Hill molt restrictives i
valors molts petits del para`metre de masses, i per l’altre estudiar o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´
me´s complexes de les estudiades anal´ıticament, ja que a [10] u´nicament es contemplen les
o`rbites que ejecten, assoleixen un ma`xim en la dista`ncia amb el cos me´s massiu i hi tornen
a col·lisionar.
Per l’altra banda, introduirem i estudiarem el nou concepte d’o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´,
que definirem com o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ que ejecten assoleixen n vegades un ma`xim
relatiu en la dista`ncia amb el cos me´s massiu i a continuacio´ hi col·lisionen. Com hem
dit, e´s un concepte nou i per tant no existeix cap mena de resultat previ.
Estructura del treball
D’aquesta forma, per tal d’assolir els objectius presentats, estructurarem el treball en els
segu¨ents 5 cap´ıtols:
Cap´ıtol 1: El problema restringit dels tres cossos circular i pla
En aquest primer cap´ıtol es fara` una breu introduccio´ al RTBP circular i pla centrant-nos
en els resultats que haurem d’utilitzar posteriorment. Aix´ı doncs, presentarem algunes
notacions cla`ssiques i simplificacions, i explicarem com es transformen les equacions del
moviment en considerar el problema en un sistema de refere`ncia sino`dic per, a continuacio´,
estudiar les caracter´ıstiques me´s destacades de les equacions en aquest sistema: els punts
d’equilibri, la constant de Jacobi i les regions de Hill.
Cap´ıtol 2: O`rbites d’ejeccio´-col·lisio´
En el segon cap´ıtol, de cara`cter me´s teo`ric, procedirem a la regularitzacio´ del problema
per aix´ı poder estudiar les ejeccions i col·lisions amb el primer primari (el cos massiu
de massa me´s gran). Aix´ı un cop tinguem el sistema regularitzat podrem considerar la
varietat de col·lisio´ (la varietat definida en el punt on es troba localitzat el primer primari)
i estudiar la seva estabilitat i comportament. A me´s en aquest cap´ıtol introduirem algunes
definicions que faran me´s entenedores les exploracions nume`riques dels segu¨ents cap´ıtols.
Cal destacar, la introduccio´ del concepte d’o`rbita d’n-ejeccio´-col·lisio´.
Cap´ıtol 3: Estudi nume`ric de les o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´
En aquest primer cap´ıtol nume`ric s’analitzara` l’evolucio´ de les o`rbites d’1-ejecio´-col·lisio´,
les anomenades o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ a [10] utilitzant dos me`todes diferents. Prime-
rament s’estendran els resultats de l’existe`ncia de 4 o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ per valors
del para`metre de masses µ ∈ (0, 0.5] i regions de Hill una mica me´s a`mplies de les que
no permeten el moviment entre les regions que contenen els dos primaris (els dos cossos
INTRODUCCIO´
massius). A me´s, es presentaran noves o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ al considerar regions de
Hill me´s a`mplies pero` acotades, gra`cies a la influe`ncia del segon cos.
Cap´ıtol 4: Estudi nume`ric de les o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´
En el segon cap´ıtol nume`ric s’estudiaran les o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´, restringint aquest
estudi a regions de Hill que no permetin el moviment entre els dos primaris. Tot i conside-
rar aquest tipus de regions veurem que la dina`mica d’aquestes e´s me´s rica i complexa que
la de les o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´. Aix´ı, per una banda extraurem un resultat similar al
del cap´ıtol anterior i veurem alguns feno`mens en la dina`mica d’aquestes.
Cap´ıtol 5: Me`todes nume`rics
Finalment, en el darrer cap´ıtol farem una breu explicacio´ dels principals me`todes nume`rics
utilitzats. Presentarem el me`tode de Runge-Kutta 8(7) implementat i altres programes
nume`rics utilitzats per la deteccio´ i obtencio´ d’o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ i per tal de garantir
que els resultats nume`rics so´n prou acurats.
Bibliografia i recursos utilitzats
Com hem dit, aquest treball te´ per motivacio´ els resultats obtinguts a [10]. Ara be´,
per tal de comprendre el problema dels tres cossos la bibliografia utilitzada -i gairebe´
obligato`ria- e´s la del llibre del problema dels tres cossos per excel·le`ncia: Theory of orbits.
The restricted problem of three bodies de Victor Szebehely [12] i els llibres [1] i [2]. Cal
destacar tambe´, les idees extretes de McGehee [8] i [9] per tal de procedir a la regularitzacio´
del problema.
La implementacio´ dels codis necessaris per a l’exploracio´ nume`rica s’ha realitzat amb el
software MATLAB ja que ofereix una molt bona interf´ıcie gra`fica. A me´s s’ha utilitzat
GeoGebra per tal de complementar i il·lustrar altres resultats.

Cap´ıtol 1
El problema restringit de tres cossos
circular i pla
1.1 El problema
El problema restringit de tres cossos (RTBP) consisteix a determinar la posicio´ d’un cos de
massa infinitesimal respecte dos altres cossos de masses no nul·les, els quals anomenarem
primaris, que es mouen a causa de la forc¸a gravitato`ria existent entre ells. Com estem
considerant un problema on hi ha un cos de massa infinitesimal (i.e. no fa cap influe`ncia
en el moviment dels primaris), podem determinar anal´ıticament el moviment dels dos
primaris.
En el nostre cas considerarem que els dos primaris es mouen formant o`rbites circulars i
que, a me´s, el moviment del cos de massa infinitesimal esta` restringit al mateix pla on es
produeix el moviment dels dos primaris. El problema de determinar el moviment del cos
de massa infinitesimal sota aquestes condicions rep el nom de RTBP circular i pla.
Per tal de simplificar suposarem que les masses dels primaris so´n 1−µ i µ respectivament
amb µ ∈ (0, 0.5], que la dista`ncia entre ells e´s 1, que la constant de la forc¸a de gravitacio´
e´s 1 i que el per´ıode de rotacio´ e´s 2pi. Aix´ı en un sistema de refere`ncia inercial amb l’origen
al centre de masses el moviment dels dos primaris ve donat per r1 = −µ(cos t, sin t) pel
primari de massa 1− µ i r2 = (1− µ)(cos t, sin t) pel primari de massa µ (veure 1.1), i el
moviment del tercer cos queda determinat per les equacions:
x′′ = DxU(x, y, t)
y′′ = DyU(x, y, t),
(1.1)
on
U(x, y, t) =
1− µ√
(x+ µ cos t)2 + (y + µ sin t)2
+
µ√




Figura 1.1: Moviment dels dos primaris en un sistema de refere`ncia inercial.







cos t sin t





obtenim un sistema on els dos primaris es troben en repo`s i tenen posicions (µ, 0) (pel
primari de massa 1−µ) i (µ−1, 0) (pel primari de massa µ). Aquest sistema de refere`ncia
rep el nom de sistema de refere`ncia sino`dic. Cal notar que no e´s un sistema de refere`ncia
inercial, pero` te´ l’avantatge que les equacions del moviment so´n auto`nomes. En aquest
sistema, fent abu´s de notacio´ i tornant a anomenar (x, y) les noves variables, el moviment
del cos de massa infinitesimal ve donat per:
x′′ − 2y′ = DxΩ(x, y)






(x2 + y2) +
1− µ√
(x− µ)2 + y2 +
µ√




Aquest sistema d’equacions pel tercer cos te´ una integral primera anomenada integral de
Jacobi que ve definida per
C = 2Ω(x, y)− x′2 − y′2. (1.5)
A me´s, les equacions satisfan la simetria
(t, x, y, x′, y′) −→ (−t, x,−y,−x′, y′). (1.6)
Aixo` implica el segu¨ent lema (veure [12] per me´s detalls):
Lema. Per cada solucio´ de l’equacio´ del moviment del tercer cos n’existeix una altra que
es veu sime`trica respecte de l’eix y = 0 en l’espai de configuracions.
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CAPI´TOL 1. EL PROBLEMA RESTRINGIT DE TRES COSSOS CIRCULAR I PLA
1.2 Punts d’equilibri del sistema
El RTBP circular te´ 5 punts d’equilibri: els tres punts col·lineals L1, L2 i L3, situats
sobre la recta que conte´ els primaris i els 2 punts triangulars L4 i L5 que es troben





Figura 1.2 podem veure la posicio´ dels punts d’equilibri pel cas µ = 1
3
, on considerem que
xL2 ≤ µ− 1 ≤ xL1 ≤ µ ≤ xL3 .
Figura 1.2: Punts d’equilibri per µ = 1
3
.
Els valors xL1 , xL2 i xL3 so´n arrels d’un polinomi de grau 5, tradicionalment anomenat
qu´ıntica d’Euler (veure [12]), al qual recorrerem per tal de determinar-los.
A me´s, cada punt d’equilibri, te´ una constant de Jacobi associada. Aix´ı, notarem per CLi
el valor de la constant de Jacobi al punt d’equilibri Li per i = 1, ..., 5.
Observacio´: El valor de CLi depe`n del para`metre de masses µ pels punts col·lineals, i.e.
per i = 1, 2, 3. Com que treballem amb la definicio´ Ω(x, y) donada per (1.4) tenim sempre
que CL4,5 = 3.
9
1.2. PUNTS D’EQUILIBRI DEL SISTEMA
(a) C ≤ 3 (b) 3 < C < CL3
(c) C = CL3 (d) CL3 < C < CL2
(e) C = CL2 (f) CL2 < C < CL1
(g) C = CL1 (h) C > CL1
Figura 1.3: Tipus de regions de Hill associades segons el valor de la constant de Jacobi.
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1.3 Regions de Hill
A partir de la constant C de Jacobi (1.5) podem definir la regio´ de Hill associada com
R(C) = {(x, y) ∈ R2 | 2Ω(x, y) ≥ C}.
Les o`rbites sempre satisfan 2Ω(x, y) ≥ C i la igualtat (frontera de la regio´ de Hill)
u´nicament s’assoleix quan la velocitat e´s nul·la. Per tant, les regions de Hill so´n les
regions de l’espai (x, y) on el moviment pot tenir lloc.
Aix´ı, segons el nivell d’energia, o el que ve a ser el mateix, el valor de la constant de





2.1 Regularitzacio´ de la col·lisio´
Abans de submergir-nos en el problema introduirem les segu¨ents definicions:
Definicio´ 2.1. Definirem com a o`rbita d’ejeccio´ a aquelles o`rbites que ejecten del primer
primari, e´s a dir, la seva trajecto`ria neix del primer primari. Ana`logament definirem les
o`rbites de col·lisio´ com les o`rbites que col·lisionen amb el primer primari, e´s a dir, la seva
trajecto`ria finalitza en la posicio´ del primer primari.
Observacio´: Com que volem tractar amb aquest tipus d’o`rbites i el sistema no esta`
definit en la posicio´ dels dos primaris, necessitarem regularitzar aquesta posicio´ pel primer
primari.
Abans de procedir a aquesta regularitzacio´, partint de la Definicio´ 2.1 tenim:
Definicio´ 2.2. Definirem com a varietat d’ejeccio´ a la varietat formada per totes les
o`rbites d’ejeccio´. Ana`logament definirem com a varietat de col·lisio´ a la varietat formada
per totes les o`rbites de col·lisio´.
En el nostre cas estem interessats en les o`rbites que ejecten i tornen a col·lisionar amb el
primer primari, aix´ı, definirem les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ com:
Definicio´ 2.3. Definim com a o`rbita d’ejeccio´-col·lisio´ a aquelles o`rbites que ejecten del
primer primari i a continuacio´ tornen a col·lisionar amb ell. E´s a dir, so´n les o`rbites que
so´n d’ejeccio´ i col·lisio´.
Per tal d’estudiar aquestes o`rbites considerarem ara un sistema de refere`ncia sino`dic de
manera que el primari de massa 1−µ esta` situat a l’origen de coordenades i el de massa µ
es troba al punt (1, 0). En aquest sistema de refere`ncia, el Hamiltonia` te´ com a expressio´:
13






2) + p1q2 − p2q1 −
1− µ
r1







2 i r2 =
√
(q1 − 1)2 + q22, (veure [7]). Aix´ı les coordenades del cos
infinitesimal so´n (q1, q2) i (p1, p2) so´n els moments associats. Observem a me´s que el
moment angular ve donat per h = −p2q1 + p1q2. El sistema d’equacions del moviment
per al tercer cos esta` determinat per les equacions de Hamilton.
En aquestes noves coordenades el sistema continua tenint dues singularitats en els punts
on es troben localitzats els dos primaris, e´s a dir, els punts de la forma q = (0, 0) i
q = (1, 0). Aix´ı doncs, per tal d’eliminar la singularitat del primer primari haurem de
regularitzar aquest punt.
D’aquesta forma, primerament introdu¨ım el canvi usual a coordenades polars
q1 = r cos θ p1 = pr cos θ − pθ
r
sin θ




E´s un canvi cano`nic (conserva la formulacio´ Hamiltoniana de les equacions) i el Hamiltonia`









− pθ − 1− µ
r
+ µr cos θ − µ√
1 + r2 − 2r cos θ . (2.2)
Aquest Hamiltonia` e´s equivalent a [7, (3.1)] restringint-nos al problema pla i circular. En











− µ cos θ − µ r − cos θ
(1 + r2 − 2r cos θ)3/2
p˙θ = µr sin θ − µr sin θ
(1 + r2 − 2r cos θ)3/2 .
(2.3)
Utilitzant les idees de McGehee [8] i [9], introdu¨ım ara les noves variables
v = r˙r1/2 u = r3/2θ˙
que so´n les components de la velocitat en coordenades polars multiplicades per r1/2. Amb
aquest canvi el sistema es transforma en:
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CAPI´TOL 2. O`RBITES D’EJECCIO´-COL·LISIO´
r˙ = vr−1/2
θ˙ = ur−3/2
v˙ = r3/2(ur−3/2 + 1)2 +
1
2
v2r−3/2 − (1− µ)r−3/2
− µr1/2 cos θ − µr1/2 r − cos θ
(1 + r2 − 2r cos θ)3/2
u˙ = −1
2
uvr−3/2 − 2v + µr1/2 sin θ
(
1− 1




Fent ara el canvi en l’escala temporal dt/dτ = r3/2 podem eliminar la singularitat a r = 0.
Notant per ′ les derivades respecte a la nova variable temporal, les equacions del moviment






v2 + u2 + 2ur3/2 + r3 − (1− µ)
− µr2 cos θ − µr2 r − cos θ
(1 + r2 − 2r cos θ)3/2
u′ = −1
2
uv − 2vr3/2 + µr2 sin θ
(
1− 1




Aquest sistema (2.5) e´s un cas particular de [7, (3.2)].
Com estem al problema circular, tenim la integral de Jacobi com a integral primera o,
equivalentment, el Hamiltonia` (2.2), ja que la seva expressio´ e´s energia menys moment
angular. No obstant aixo`, en les noves coordenades aquesta funcio´ no esta` definida quan
r = 0, aix´ı multiplicant per r obtenim:
0 = −rH+ 1
2
(v2 + u2)− 1
2
r3 − (1− µ) + µr2 cos θ − µ r√
1 + r2 − 2r cos θ , (2.6)
que val 0 sobre cada nivell de H = H constant.
Excepte el punt r = 1, θ = 0, el sistema (2.5) e´s regular, per tant en ell e´s va`lid el
teorema d’existe`ncia i unicitat de solucio´, i per tant, tenim regularitzada la col·lisio´ del
cos de massa infinitesimal amb el primer primari.
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2.2. LA VARIETAT DE COL·LISIO´
2.2 La varietat de col·lisio´
La varietat de col·lisio´ e´s la varietat obtinguda al fer r = 0 a (2.6) que e´s invariant pel
flux. El resultat que s’obte´ e´s v2+u2 = 2(1−µ) i angle θ arbitrari, per tant es tracta d’un










que do´na lloc a una dina`mica interna a Λ (veure [11] per detalls). Cal remarcar que aquest
tor esta` a la frontera de cada nivell de la integral de Jacobi (2.6).
Figura 2.1: Varietat de col·lisio´
Sobre Λ existeixen dos cercles de punts fixos definits per: S+ = {(r = 0, θ, v = v0, u = 0)}
i S− = {(r = 0, θ, v = −v0, u = 0)} amb v0 = +
√
2(1− µ) i θ ∈ [0, 2pi]. A me´s observem
que el vector tangent als dos cercles de punts fixos S+ i S− ve donat per (0, 1, 0, 0).


































v0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 v0 0
0 0 0 −v0/2
 ,
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−v0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −v0 0
0 0 0 v0/2
 .
La matriu M+ te´ per valors propis:
λ1 = −v0/2, λ2 = λ3 = v0, λ4 = 0.
I els vectors propis so´n:
v1 = (0,−2/v0, 0, 1), v2 = (0, 0, 1, 0), v3 = (1, 0, 0, 0), v4 = (0, 1, 0, 0).
Per tant, tenim l’existe`ncia de varietat estable i inestable. Com que v0 = +
√
2(1− µ),
λ1 < 0 i per tant v1 e´s el vector tangent a la varietat estable del punt fix continguda dins
de Λ, aquest vector e´s tangent a Λ.
La varietat inestable te´ dimensio´ 2 i e´s tangent als vectors propis v2 i v3. L’espai generat
per aquests vectors en el punt (0, θ, v0, 0) so´n els vectors de la forma v = (β, 0, γ, 0), amb
β, γ ∈ R. Recordem que el nivell H de Jacobi esta` definit impl´ıcitament per (2.6), i el vec-
tor normal a aquest nivell de Jacobi en el punt (0, θ, v0, 0) e´s n = (−H−µ, 0, v0, 0). A me´s,
els vectors v que generen el pla tangent a la varietat inestable han de ser perpendiculars
a n i per tant han de complir:
β(−H− µ) + γv0 = 0.
E´s evident que aquests vectors estan continguts en el pla (v, r) i so´n tangents a l’o`rbita
d’ejeccio´ en el punt (0, θ, v0, 0).
Ana`logament podem realitzar el mateix procediment per als punts de S−, u´nicament
haurem d’intercanviar els papers de la varietat estable i la inestable, ja que ara prenem
la determinacio´ negativa de la velocitat, i.e. v = −√2(1− µ).
Per tal de tenir una idea me´s intu¨ıtiva del flux considerarem la projeccio´ sobre l’espai de
variables (r, θ, v). Fent µ = 0 i u = −r3/2 (e´s a dir, moment angular 0) tenim la varietat





Aquesta e´s la varietat que conte´ totes les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´, e´s a dir, les o`rbites
que ejecten i acaben impactant amb el primer cos, i que per aquest cas, µ = 0, coincideix
amb la varietat que te´ moment angular 0. El resultat el podem observar a la Figura 2.2.
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D’aqu´ı podem deduir que per H < 0 tenim el conjunt de les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´, en
el qual estem interessats. Si considerem ara a me´s l’angle θ, podem veure el resultat de
2.2, i les varietats d’ejeccio´ i de col·lisio´ prenen la forma observada a la Figura 2.3.
Figura 2.3: (D’esquerra a dreta) Varietats de les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ pel cas H < 0;
varietat d’ejeccio´ i varietat de col·lisio´ per H = 0; i varietats d’ejeccio´ i varietats de col·lisio´
per H > 0, pel cas µ = 0.
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2.3 O`rbites d’ejeccio´-col·lisio´
El segu¨ent pas, sera` estudiar el conjunt de les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´, seguint les defini-
cions introdu¨ıdes anteriorment definirem aquest conjunt formalment de la segu¨ent forma:
Definicio´ 2.4. Definim el conjunt de les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ com el conjunt for-
mat per totes les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´, e´s a dir, el conjunt obtingut en intersecar les
varietats de les o`rbites d’ejeccio´ i la varietat de les o`rbites de col·lisio´.
Com hem vist, per µ = 0 les varietats de les o`rbites de col·lisio´ i d’ejeccio´ poden prendre
segons el valor d’H les 3 formes descrites a la Figura 2.3. Nosaltres ens interessarem en el
cas d’H’s negatives, que e´s quan tenim definit el conjunt de les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´,
i per tant, e´s on viuen les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´. Aix´ı doncs, per µ = 0 i H negatives,
les varietats de col·lisio´ i ejeccio´ coincideixen, i per tant, tota o`rbita que ejecti amb un
nivell d’H negatiu acabara` col·lisionant de nou.
La dificultat pero` recau en introduir un para`metre de masses µ 6= 0, perque` la influe`ncia
del segon primari deforma les varietats de les o`rbites d’ejeccio´ i col·lisio´, i l’existe`ncia
i la quantitat d’o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ deixa de ser evident. No obstant aixo`, es pot
comprovar anal´ıticament (veure [10]) com fixat un valor d’H negatiu amb |H| prou gran
i µ’s prou petites, existeixen exactament 4 trajecto`ries d’ejeccio´-col·lisio´.
Aquest resultat d’existe`ncia de 4 o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ fa refere`ncia a o`rbites que ejec-
ten, assoleixen un ma`xim en la dista`ncia al primer primari (i.e. en r, el que ve a ser v = 0)
i a continuacio´ col·lisionen. Me´s endavant, tractarem o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ que poden
assolir me´s d’un ma`xim local en r, i per tant e´s important introduir la segu¨ent definicio´:
Definicio´ 2.5. Definim les o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´ com les o`rbites que ejecten i as-
soleixen n vegades un ma`xim relatiu en r abans de tornar a col·lisionar amb el primer
primari.
Observacio´: Cal remarcar que les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ estudiades a [10] so´n el que
nosaltres anomenarem com a o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´.
Tambe´ cal fer notar que aquest resultat anal´ıtic de l’existe`ncia de 4 o`rbites d’1-ejeccio´-
col·lisio´ esta` limitat per a valors d’H molt negatius i valors del para`metre de masses
molt petits i que, u´nicament podem estendre l’existe`ncia d’o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ per
valors d’H i µ menys restrictius utilitzant la simetria (1.6) del problema.
Ara be´, nume`ricament es pot estendre l’existe`ncia d’aquestes 4 o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´
fins a regions de Hill menys restrictives i valors del para`metre de masses µ me´s amplis. En
particular, veurem que aquest resultat e´s va`lid per a valors d’H una mica me´s grans que
HL1(µ) (veure seccio´ 3.1 per una definicio´ formal d’HL1(µ)) i per valors de µ ∈ (0, 0.5].





Estudi nume`ric de les o`rbites
d’1-ejeccio´-col·lisio´
3.1 El problema nume`ric
El nostre objectiu sera` verificar nume`ricament l’existe`ncia de les quatre o`rbites d’1-ejeccio´-
col·lisio´ per a valors d’H negatius, pero` amb |H| no necessa`riament prou grans i µ ∈
(0, 0.5]. Aquests valors d’H els triarem en primera insta`ncia de forma que no hi pugui
haver una influe`ncia prou gran del segon primari, e´s a dir, triarem H’s prou negatives
perque` el complementari de les regions de Hill no permeti el moviment entre la regio´ que
conte´ el primer primari i la que conte´ el segon primari. So´n les regions del tipus (g) i (h)
que podem observar a la Figura 1.3.
No obstant aixo`, tambe´ estudiarem que passa per a regions de Hill menys restrictives on
la influe`ncia del segon primari e´s me´s gran pero` el moviment continua estant fitat (regions
(e) i (f) de la Figura 1.3). Aix´ı les H l´ımit amb les que treballarem so´n HL1(µ) i HL2(µ)
que so´n el valor d’H que tenen associats els punts d’equilibri L1 i L2 respectivament, les
quals tambe´ podem definir com:
HL1(µ) = {valor ma`xim d’ H tal que la regio´ de Hill no permet el moviment
entre la regio´ que conte´ el primer primari i el segon per a µ donat}
HL2(µ) = {valor ma`xim d’H tal que la regio´ de Hill permet u´nicament un
moviment fitat en la regio´ que conte´ els dos primaris per a µ donat}.
Observacio´: Els valors d’H que estudiarem seran aquells tals que H ≤ HL2(µ), ja que
HL2(µ) e´s menys restrictiu que HL1(µ), pero` prendrem atencio´ especial al cas H = HL1(µ).
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Per trobar aquests valors l´ımit d’HL1(µ) i HL2(µ) calcularem els punts d’equilibri L1 i L2
i buscarem el valor me´s petit d’H que conte´ els respectius punts. Considerarem de nou
el sistema de refere`ncia cartesia` en el que el primer primari, de massa 1 − µ, es troba a
la posicio´ (µ, 0) i el segon primari, de massa µ, es troba a (µ − 1, 0). Desfent els canvis




(x˙2 + y˙2)− 1
2
(x2 + y2)− 1− µ√
(x− µ)2 + y2 −
µ√




Un cop trobat els punts d’equilibri L1 i L2 el que farem sera` substituir aquests punts
amb velocitats nul·les per aix´ı trobar el nivell l´ımit d’H. Per calcular L1 recorrerem a la
qu´ıntica d’Euler (veure [12]), i.e., busquem els zeros de la funcio´
Ωx(x, 0) = x− (1− µ)(x− µ)|x− µ|3 −
µ(x− µ+ 1)
|x− µ+ 1|3 .
Com volem trobar els punts (xL1 , 0) i (xL2 , 0) que satisfan Ωx(x, 0) = 0, considerarem
xL1 = µ − 1 + η amb η > 0, i xL2 = µ − 1 − ξ amb ξ > 0, on η i ξ so´n les respectives
solucions reals de:
η5 − (3− µ)η4 + (3− 2µ)η3 − µη2 + 2µη − µ = 0,
ξ5 + (3− µ)ξ4 + (3− 2µ)ξ3 − µξ2 + 2µξ − µ = 0.
Aquestes equacions, les podem reescriure com un problema de punt fix:
η = F1(η) =
(
µ(η − 1)2
η2 + (µ− 3)η + 3− 2µ
)1/3
,
ξ = F2(ξ) =
(
µ(ξ − 1)2




Aix´ı el que farem e´s aplicar el me`tode iteratiu del punt fix sobre les Fi prenent com
aproximacio´ inicial de η i ξ el punt






Podem observar els resultats d’HL1(µ) i d’HL2(µ) en funcio´ del para`metre de masses µ a
la Figura 3.1 i els valors dels punts d’equilibri L1 i L2 (en el sistema de refere`ncia sino`dic)
i els seus respectius valors HL1(µ) i HL2(µ) per µ = 0.1 i µ = 0.5 a la Taula 3.1.
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Taula 3.1: Valors L1, L2, HL1(µ) i HL2(µ) per µ = 0.1 i µ = 0.5.
3.2 Me`tode nume`ric
Per tal d’integrar el sistema (2.5) el que farem sera` partir d’un punt prou proper al punt
d’ejeccio´ (i respectivament del de col·lisio´) i integrar temps endavant (respectivament
temps enrere). Ara be´, tenim dos possibles me`todes per comprovar l’existe`ncia d’aquestes
4 o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´. En ambdo´s me`todes considerarem la seccio´ de Poincare´
Σ = {v = 0}, pero` la manera d’identificar les o`rbites sera` diferent.
Observacio´: Sempre que parlem d’interseccions amb la seccio´ de Poincare´ ens referirem
a interseccions transversals.
Me`tode de la interseccio´ de varietats
En aquest me`tode el que farem sera` considerar la primera interseccio´ de les varietats de les
o`rbites d’ejeccio´ i de les o`rbites de col·lisio´ amb Σ i mirarem si aquestes intersequen en 4
punts, obtenint aix´ı les 4 trajecto`ries d’1-ejeccio´-col·isio´ (ja que so´n o`rbites que u´nicament
assoleixen un cop v = 0).
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Aix´ı, definirem D+ i D− com la interseccio´ de les varietats de les o`rbites d’ejeccio´ i les
de col·lisio´ amb Σ respectivament. Aquestes so´n dues corbes tancades sime`triques entre
elles respecte a l’eix x en l’espai de configuracions.
Me`tode de la singularitat
En aquest me`tode, considerarem la segona interseccio´ de la varietat de les o`rbites d’ejeccio´
(o, ana`logament, es podria considerar la varietat de les o`rbites de col·lisio´) amb Σ. En
aquest cas pero` buscarem les singularitats en el temps amb que` s’interseca per segon cop
amb Σ. D’aquesta forma observarem que apareixen 4 singularitats corresponents a les 4
o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´, ja que aquestes assoliran u´nicament un cop el valor v = 0 i,
per tant, observarem 4 as´ımptotes en aquest temps.
En ambdo´s casos, la condicio´ inicial per la integracio´ de la varietat de les o`rbites d’ejeccio´
sera` (0, θ, v0, 0) + s · v per θ ∈ [0, 2pi] on v e´s el vector unitari tangent a la varietat de les
o`rbites d’ejeccio´ i s = 10−5 per tal que el punt on comencem a integrar sigui prou proper
a aquesta. Ana`logament per trobar la varietat de les o`rbites de col·lisio´ la condicio´ inicial
sera` (0, θ,−v0, 0) + s ·w per θ ∈ [0, 2pi] on w e´s el vector unitari tangent a la varietat de
les o`rbites de col·lisio´.
Per tal d’integrar el sistema nume`ricament emprarem un me`tode de Runge-Kutta 8(7),
veure Cap´ıtol 5 per me´s detalls. En aquesta mateixa seccio´ tambe´ esta` descrit el me`tode
emprat per calcular les interseccions entre D+ i D− i les singularitats de t en el cas de la
segona interseccio´ amb Σ.
Figura 3.2: Difere`ncia ma`xima entre les varietats amb HL1(µ) a Σ en integrar-les amb
diferents valors d’s, per µ = 0.1 (esquerra) i µ = 0.5 (dreta).
Les tolera`ncies relatives i absolutes que hem fet servir a cada pas so´n 10−15 i per tal de
garantir que els resultats obtinguts so´n prou bons el que hem fet e´s integrar amb diferents
longituds dels vectors tangents a les varietats. Podem veure aquests resultats en el cas
HL1(µ) per µ = 0.1, 0.5 en la Figura 3.2 on podem veure la dista`ncia ma`xima en integrar
les varietats amb vectors inicials de diferents mides. La longitud dels diferents vectors
amb els quals hem integrat so´n s0 = 5 · 10−6 s1 = 10−5, s2 = 2 · 10−5, i s3 = 4 · 10−5 i
per calcular les difere`ncies farem la dista`ncia ma`xima entre les varietats en la interseccio´
amb Σ (i.e. la ma`xima difere`ncia entre les respectives D+ obtingudes).
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3.3 Resultats Nume`rics
Els resultats obtinguts amb ambdo´s me`todes confirmen els resultats anal´ıtics i, a me´s,
s’ha pogut comprovar com aquests resultats tambe´ so´n va`lids per µ ∈ (0, 0.5] i per valors
una mica me´s grans d’HL1(µ). D’aquesta manera hem aconseguit estendre els resultats
anal´ıtics de l’existe`ncia de quatre o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ per valors molt me´s amplis
tant de µ com d’H.
Aix´ı aquestes quatre o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ que hem trobat es poden caracteritzar de
la segu¨ent manera:
• Dues d’elles tallen amb l’eix x, (i.e. θ = 0, pi) quan intersequen amb la seccio´ de
Poincare´ Σ.
• Les altres dues -que no intersequen amb l’eix x en la seccio´ de Poincare´ Σ- a causa
de la simetria (1.6) presenten simetria una de l’altra respecte a l’eix x en el pla
{(x, y, v = 0)} (e´s a dir, tenen coordenades cartesianes (x, y) i (x,−y), o be´ (r, θ) i
(r,−θ) en coordenades polars quan v = 0).
Me`tode de la interseccio´ de varietats
Per tal de fer-nos una idea me´s acurada del primer me`tode, podem observar a la Figura
3.3 el resultat obtingut per un valor particular d’H i µ.
Figura 3.3: Esquerra: Varietats de les o`rbites d’ejeccio´ (blau) i de les o`rbites de col·lisio´
(vermell) fins a la primera interseccio´ amb Σ per µ = 0.5 i HL1(0.5). Dreta: Interseccions
de D+ i D− per aquests mateixos valors.
Una exploracio´ me´s profunda realitzada amb el primer me`tode pot observar-se a la Figura
3.4. Aquest me`tode, tot i que computacionalment e´s menys car, ja que u´nicament hem de
calcular una varietat, ja sigui la de les o`rbites d’ejeccio´ o la de les de col·lisio´, i integrar-la
fins a la primera interseccio´ ens obliga a calcular posteriorment les interseccions entre D+




Figura 3.4: Esquerra: Varietats de col·lisio´ i varietats d’ejeccio´ per µ = 0.1 a dalt i
µ = 0.5 a baix fins a Σ = {v = 0} per valors d’H -5 en blau, -3 en vermell, -2.5 en verd
per ambdo´s casos i HL1(µ) en ocre. En negre les o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´ per aquests
valors d’H. Dreta: Respectives D+ i D−. En lila els punts per on passen les o`rbites
d’ejeccio´-col·lisio´, i en negre les projeccions de les o`rbites sobre el pla. En petit una
ampliacio´ escalada al voltant d’un d’aquests punts.
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Me`tode de la singularitat
El resultat pel segon me`tode tot i ser me´s car requereix un postproce´s me´s fa`cil, ja que
dibuixant u´nicament la variable temporal respecte l’angle inicial (o l’angle que pren en la
primera interseccio´ amb Σ per tal de visualitzar la simetria pre`viament esmenada) podem
identificar fa`cilment les 4 o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´. Podem observar aquests resultats a
la Figura 3.5 on veiem que so´n ana`legs als obtinguts amb el me`tode anterior.
Notacio´: Notarem les respectives variables r, θ, v i u amb sub´ındex per indicar el valor
inicial de la variable per i = 0 i el valor de la variable en la i-e`ssima interseccio´ amb
la seccio´ de Poincare´ Σ per les condicions inicials (r0, θ0, v0, u0). Ana`logament, notarem
per Ti el temps necessari per assolir la i-e`ssima interseccio´ amb Σ per una certa condicio´
inicial. D’igual manera notarem per D±i la i-e`ssima interseccio´ de la varietat de les o`rbites
d’ejeccio´/col·lisio´ amb Σ.
Observacio´: En particular, com treballarem sempre amb les condicions inicials definides
en la seccio´ 3.2, el valor d’aquestes variables notades amb sub´ındex dependran u´nicament
de l’angle inicial θ0 i del nivell d’H en el que treballem, no obstant aixo`, per simplificar
notacio´ s’ometra` aquesta refere`ncia a θ0 i H cont´ınuament.
Figura 3.5: T2 en funcio´ de l’angle θ0 (esquerra) i θ1 (dreta) per µ = 0.1 (a dalt) i
µ = 0.5 (a baix ) pels valors d’H -5 en blau, -3 en vermell, -2.5 en verd per ambdo´s casos
i HL1(µ) en ocre.
27
3.3. RESULTATS NUME`RICS
La segona interseccio´ amb la seccio´ de Poincare´
Considerant la segona interseccio´ de la varietat de les o`rbites d’ejeccio´ amb Σ, e´s a dir el
que seria D+2 utilitzant la notacio´ anterior, podem veure (Figura 3.6) com en l’espai (x, y)
s’observen una mena de papallones que tornen a confirmar per una banda l’existe`ncia de
4 o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ (ja que tenim 4 o`rbites que tendeixen a r = 0) i per l’altra
ens planteja el dubte de l’existe`ncia d’o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´, en particular per n = 2.
Figura 3.6: D+2 en l’espai (x, y) per µ = 0.1 (a dalt) i µ = 0.5 (a baix ) per µ = 0.1 pels
valors d’H -5 en blau, -3 en vermell, -2.5 en verd per ambdo´s casos i HL1(µ) en ocre.
Si a me´s, considerem ara els valors de u1 i u2 podem obtenir encara me´s informacio´.
Per una banda (veure Figura 3.7), per valors d’H ≤ HL1(µ) tenim que el valor de u1 e´s
sempre negatiu, pel fet que el segon primari no te´ prou influe`ncia, ara be´, si considerem
u2 veiem que obtenim 4 discontinu¨ıtats, coincidint amb les 4 o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´. En
particular, podem veure com cada ala contigua de les papallones anteriors pren un signe
diferent d’ u.
Aquest signe d’u2 ens aporta informacio´ de per quin costat del primer primari esta` passant,
e´s a dir, si l’o`rbita deixa en el seu punt me´s proper (segon tall amb Σ) el primari a la
seva dreta el valor sera` negatiu i si pel contrari el deixa a l’esquerra sera` positiu, ja que
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Figura 3.7: Valors de {(x1, y1, u1)} (dreta) i {(x2, y2, u2)} (esquerra) per µ = 0.1 (a dalt)
i µ = 0.5 (a baix ) per µ = 0.1 pels valors d’H -5 en blau, -3 en vermell, -2.5 en verd per
ambdo´s casos i HL1(µ) en ocre.
l’angle s’incrementa, o disminueix respectivament. Per fer-nos una idea me´s intu¨ıtiva
podem observar la Figura 3.8 on veiem diferents o`rbites d’ejeccio´ properes a una o`rbita
d’1-ejeccio´-col·lisio´.
Figura 3.8: O`rbita d’1-ejeccio´-col·lisio´ (blau) i o`rbites d’ejeccio´ amb angles inicials pro-
pers per H i µ fixades. Veiem la trajecto`ria d’aquestes dibuixada amb una l´ınia cont´ınua
fins a la segona interseccio´ amb Σ (en discont´ınua observem la seva continuacio´).
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Aix´ı, en aquesta Figura primerament veiem com totes les o`rbites ejecten del primer primari
i, a continuacio´, deixen el primari a la dreta en el segon tall per les vermelles, es produeix
la col·lisio´ (o`rbita en blau) i deixen el primari a l’esquerra per les o`rbites de color verd.
D’aquesta forma el valor de u2 e´s negatiu per les o`rbites vermelles i positiu per les o`rbites
verdes i queda justificada la discontinu¨ıtat de salt en el valor de u2 pel segon tall.
Dina`mica de les o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´
Ens agradaria realitzar ara una exploracio´ amb me´s profunditat de l’evolucio´ d’aquestes
4 o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ en funcio´ d’H prenent com a valor l´ımit HL2 . Aix´ı utilitzant
el segon me`tode e´s fa`cil realitzar aquesta exploracio´, la qual es pot observar a la Figura
3.9.
α β γ δ α β γ δ
α β γ δ α β γ δ
Figura 3.9: T2 en funcio´ del valor d’energia H i l’angle θ0 (esquerra) i θ1 (dreta) per
µ = 0.1 (a dalt) i µ = 0.5 (a baix ) per valors d’H ≤ HL2 . En vermell el valor corresponent
a HL1
A partir de la Figura 3.9 podem caracteritzar encara me´s els resultats anteriors: Per una
banda, observem les o`rbites (α i γ) que viuen sobre l’eix x quan intersequen per primer cop
amb la seccio´ de Poincare´ i com a mesura que considerem regions de Hill me´s restrictives,
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i.e. valors d’H cada cop me´s petits, els angles d’interseccio´ de les o`rbites que no tallen
l’eix x en la primera interseccio´ amb σ (i.e. β i δ) tendeixen a formar angles de pi/2 i
3pi/2 respectivament.
Per l’altra, podem observar com els resultats de l’existe`ncia de les 4 o`rbites d’1-ejeccio´-
col·lisio´ e´s va`lida per a valors de l’energia menys restrictius que HL1(µ). No obstant
a mesura que considerem regions de Hill menys restrictives veiem que apareixen noves






Figura 3.10: Ampliacio´ de T2 (esquerra) i T1 per aquests mateixos valors (dreta) en
funcio´ del valor d’energia H i l’angle θ0 per µ = 0.5
D’aquesta forma, per valors d’H propers a HL2(µ) podem veure com per valors prou grans
de µ apareixen noves singularitats, les quals podem identificar per η en la Figura 3.10.
A me´s, pels nivells d’H tal que HL1(µ) ≤ H ≤ HL2(µ) podem veure com tenim una
dina`mica me´s rica.
Observacio´: A partir d’ara, considerarem sempre l’angle inicial θ0 com el para`metre
d’estudi, ja que tot i que θ1 ens permet visualitzar la simetria de les o`rbites d’1-ejeccio´-
col·lisio´, ens priva de detectar nous successos per valors d’H elevats, ja que podem tenir
diverses o`rbites on fixant un nivell d’H prenen el mateix valor de θ1. El cas obtingut en
la Figura 3.10 e´s un exemple il·lustratiu, ja que si u´nicament hague´ssim considerat θ1 no
s’haurien pogut detectar les noves singularitats η.
Aix´ı, observant aquesta mateixa figura podem veure com apareixen regions clarament
identificables segons T2. Si observem les regions aparegudes entre les o`rbites d’ejeccio´ α
i les noves singularitats η podem distingir clarament 3 regions. Per una banda observem
que les o`rbites d’ejeccio´ que viuen a A i C tenen un valor de T2 similar, i que la regio´
compresa entre aquestes, B, te´ un valor me´s petit.
Aquest efecte, veure Figura 3.11 e´s degut al fet que les o`rbites d’ejeccio´ que viuen a A (en
vermell) no tenen prou energia per anar cap al segon primari directament i tornen cap
al primer; les de la regio´ B (en blau) ja tenen prou energia pero` no la suficient per anar
directament, sino´ que dibuixen un llac¸ abans d’arribar-hi, i e´s per aixo` que el valor de T2
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Figura 3.11: Diferents o`rbites d’ejeccio´ pertanyents a la regio´ A (vermell), B (blau) i
C (verd) per θ0 = 0.4 (a l’esquerra) i una ampliacio´ del fenomen del llac¸ per aquestes
mateixes o`rbites (a la dreta). Totes elles integrades fins a T2 (l´ınia cont´ınua) i fins a T3
pel cas de les del tipus B en l´ınia discont´ınua.
en aquestes e´s tan petit; i les de la regio´ C (en verd) so´n les que tenen prou energia per
anar properes al segon primari directament. Si observem ara la frontera entre les o`rbites
d’ejeccio´ que viuen a B i les que viuen a C veiem com el temps necessari (Figura 3.10)
per la primera interseccio´ amb Σ e´s considerablement gran ja que per aquest valor el llac¸
es desfa` i per tant necessiten me´s temps per assolir el ma`xim.
Aix´ı doncs, tenim que les noves singularitats detectades corresponen a o`rbites que visiten
la regio´ me´s pro`xima al segon primari en la primera interseccio´ amb Σ. Si fem una






Figura 3.12: Ampliacio´ de les noves singularitats detectades de la Figura 3.10.
Per tant tenim dues noves bifurcacions a les quals anomenarem η1 i η2. La primera a
apare`ixer en un nivell d’energia me´s baix e´s η1, si agafem el nivell on apareix veiem
que aquesta o`rbita es bifurca formant dues de noves. Aquesta bifurcacio´ es caracteritza
perque` les o`rbites so´n sime`triques respecte a l’eix x. La segona bifurcacio´, corresponent a
les singularitats η2, neix a partir d’una de les o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ d’η1. Aquestes,
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a causa de la simetria del problema, so´n sime`triques una de l’altra. L’evolucio´ d’aquestes
bifurcacions pot observar-se a la Figura 3.13 on en blau tenim el valor menys energe`tic
on apareixen les o`rbites i en vermell i verd tenim la continuacio´ (bifurcacio´) d’aquestes
o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ per a valors me´s energe`tics respectivament.
Figura 3.13: Evolucio´ de les bifurcacions de les o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ corresponent
a η1 (esquerra) i η2 (dreta).
Per tal de fer-nos una idea me´s intu¨ıtiva de l’evolucio´ d’aquestes noves o`rbites d’1-ejeccio´-
col·lisio´, podem observar qualitativament a la Figura 3.14 la corresponde`ncia entre els
angles d’ejeccio´ i col·lisio´ -els quals en conjunt han de satisfer la simetria del problema - i
per tant, tindrem que per cada angle d’ejeccio´ de les noves o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ hi
haura` el mateix angle amb signe oposat que sera` de col·lisio´.
Figura 3.14: Corresponde`ncia (parell de nu´meros iguals) entre els angles d’ejeccio´ i
col·lisio´ de les noves o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´. Les l´ınies cont´ınues so´n els angles corres-
ponents a η1 i les discont´ınues a η2.
D’aquesta forma hem vist que per valors prou grans d’H el resultat de l’existe`ncia de 4
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o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ deixa de ser va`lid, ja que n’apareixen de noves (veure Figura
3.15 per totes les o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´, 8, pel cas µ = 0.5 i HL2(0.5)). En particular,
aquest resultat il·lustrat per µ = 0.5 pot ser este`s per valors de µ me´s petits considerant
regions de Hill encara menys restrictives, ara be´, aquestes noves regions de Hill permeten
un moviment no fitat i, per tant, e´s me´s complex treballar amb elles.
x


















Figura 3.15: Projeccio´ de les trajecto`ries de les 8 o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ per µ = 0.5
i HL2(µ) sobre l’espai (x, y). En blau la continuacio´ de les 4 ja conegudes per valors me´s
restrictius d’H i, en altres colors les noves 4 o`rbites.
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Cap´ıtol 4
Estudi nume`ric de les o`rbites
d’n-ejeccio´-col·lisio´
4.1 El problema nume`ric
Recordem (veure Definicio´ 2.5) que una o`rbita d’n-ejeccio´-col·lisio´ e´s una o`rbita que ejecta
del primer primari i hi torna a col·lisionar assolint pre`viament n vegades un ma`xim relatiu
en la dista`ncia respecte a aquest primari (veure Figura 4.1 per un exemple). El seu
tractament anal´ıtic e´s complicat, ja que per n = 1 ja apareixen singularitats que dificulten
el seu tractament per a n > 1. Nume`ricament seguirem una estrate`gia similar a la de
l’apartat anterior detectant aquestes singularitats per tal d’obtenir l’existe`ncia d’aquestes
o`rbites.
Figura 4.1: Exemples gra`fics d’o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´ per n = 1, 2, 3 (d’ esquerra a
dreta).
Per tal d’evitar que es puguin produir col·lisions amb el segon primari el nivell ma`xim
d’energia que considerarem sera` HL1(µ), e´s a dir, considerarem regions de Hill l´ımit del
tipus (g) i (h) de la Figura 1.3. E´s necessari considerar aquest tipus de regions, ja que
per temps elevats d’integracio´, per regions de Hill que connectin els dos primaris i temps
prou elevat es produiran col·lisions amb el segon cos. Per poder tractar aquest tipus de
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col·lisions s’hauria de procedir a la regularitzacio´ de la col·lisio´ del segon cos, cosa que
complica les equacions del moviment, o be´ treballar amb sistemes diferents en un entorn
de cada cos.
Ara be´, tot i treballar amb regions de Hill que no permeten el moviment entre les regions
que contenen cada primari, com considerarem temps d’integracio´ elevats, la influe`ncia que
fa el segon primari fa que la dina`mica d’aquestes o`rbites sigui cada cop me´s complicada
a mesura que n augmenta.
Finalment, e´s important remarcar que ni anal´ıticament ni nume`ricament existeix cap
resultat previ per aquestes o`rbites i que, de fet, e´s un nou concepte introdu¨ıt en aquest
treball.
4.2 Me`tode nume`ric
Les estrate`gies per tal d’integrar el sistema (2.5) so´n les mateixes que pel cas de les o`rbites
d’1-ejeccio´-col·lisio´. Si volem integrar la varietat de les o`rbites d’ejeccio´ (respectivament
de col·lisio´) partirem d’un punt prou proper al punt d’ejeccio´ (respectivament del de
col·lisio´) i integrarem temps endavant (respectivament temps enrere). Per tal de detectar
aquestes o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´ considerarem la mateixa seccio´ de Poincare´ i per tant
tornar´ıem a tenir amb dos me`todes:
Me`tode de la interseccio´ de varietats
Amb aquest me`tode el que farem sera` considerar la n-e`ssima interseccio´ de les varietats de
les o`rbites d’ejeccio´ i de les o`rbites de col·lisio´ amb Σ (i.e. Σn seguint la notacio´ introdu¨ıda
al cap´ıtol anterior) i mirarem els punts on intersequen aquestes varietats per tal de veure
si existeixen aquestes o`rbites.
Ara be´, per n = 2 tal com podem veure en la Figura 3.7, veiem que apareixen singularitats
i per tant tenim que la segona interseccio´ de les varietats de les o`rbites d’ejeccio´ i les de
col·lisio´, el que serien les corbes D+2 i D−2 estan definides a trossos, en particular en 4
trossos a causa de l’existe`ncia de 4 o`rbites d’1-ejeccio´-col·lisio´ per valors d’H ≤ HL1(µ).
Per tant, si considerem n elevades, tindrem me´s singularitats degudes a les o`rbites d’i-
ejeccio´-col·lisio´ per i ≤ n.
Gra`cies a la simetria del problema podem calcular u´nicament la n-e`ssima interseccio´ amb
σ de la varietat d’ejeccio´ i obtenir utilitzant la simetria la de col·lisio´ (o al reve´s). Tot i que
a causa de les singularitats que anem obtenint aquest proce´s esdeve´ me´s complex. E´s per
aquest motiu que per realitzar l’estudi de les o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´ hem considerat
el segu¨ent me`tode:
Me`tode de la singularitat
En aquest me`tode, seguint la idea del cap´ıtol anterior considerarem la interseccio´ Σ2n
de la varietat de les o`rbites d’ejeccio´ (o, ana`logament, es podria considerar la varietat
de les o`rbites de col·isio´). Aix´ı a continuacio´ buscarem les singularitats en el temps
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en aquesta interseccio´ i la compararem amb la interseccio´ 2n − 1 o 2n − 2 amb Σ per
tal d’identificar u´nicament les noves singularitats, que seran les que correspondran a les
o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´.
Les condicions inicials per integrar la varietat de les o`rbites d’ejeccio´ (i col·lisio´) sera`
la mateixa descrita a la seccio´ 3.2. I el me`tode d’integracio´ nume`rica tornara` a ser el
Runge-Kutta 8(7), detallat al cap´ıtol 5.
4.3 Resultats Nume`rics
Els resultats nume`rics obtinguts so´n que per tota µ ∈ (0, 0.5] i tota n existeix una Hˆ(µ, n)
tal que per H ≤ Hˆ(µ, n) existeixen 4 o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´. Aquestes 4 o`rbites
d’n-ejeccio´-col·lisio´ es poden caracteritzar d’una manera similar a les o`rbites d’1-ejeccio´-
col·lisio´:
• Dues d’elles tallen amb l’eix x, (i.e. θ = 0, pi) quan intersequen amb la seccio´ de
Poincare´ Σn. Les quals seguint la notacio´ utilitzada pre`viament anomenarem αn i
γn respectivament
• Les altres dues -que no intersequen amb l’eix x en la seccio´ de Poincare´ Σn- a causa
de la simetria (1.6) so´n sime`triques respecte a l’eix x en el pla {(x, y, v = 0)} (e´s a
dir, tenen coordenades cartesianes (x, y) i (x,−y), o be´ (r, θ) i (r,−θ) en coordenades
polars quan v = 0). A me´s podem observar com aquests 2 punts a mesura que H
disminueix tendeixen a formar un angle θn = pi/2 i θn = 3pi/2 respectivament.
Seguint altre cop la notacio´ introdu¨ıda anteriorment anomenarem βn a les primeres
i δn a les darreres.
Aquest resultat que caracteritza aquestes 4 o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´ es pot observar a
la Figura 4.2 per n = 2 i a la Figura 4.3 per n = 3 on podem veure aquestes 4 o`rbites
d’ejeccio´-col·lisio´ per nivells prou restrictius d’H.
Figura 4.2: Les 4 o`rbites de 2-ejeccio´-col·lisio´ per µ = 0.1 (esquerra) i µ = 0.5 (dreta)
per valors d’H = −5 en blau i -3 en verd.
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Figura 4.3: Les 4 o`rbites de 3-ejeccio´-col·lisio´ per µ = 0.1 (esquerra) i µ = 0.5 (dreta)
per valors d’H = 5 en blau i -3 en verd.
No obstant aixo`, la dina`mica d’aquestes o`rbites e´s complexa a mesura que H augmenta.
E´s per aixo` que realitzarem un estudi en me´s profunditat fins a valors d’HL1(µ).
Dina`mica de les o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´
Si fem una exploracio´ en detall, podem veure que, en efecte, el resultat de l’existe`ncia
de 4 o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´ requereix regions de Hill cada cop me´s restrictives (e´s a
dir valors d’H me´s negatius) a mesura que n o µ augmenten. Aix´ı, a la Figura 4.4 i la
Figura 4.5 podem observar les exploracions realitzades per µ = 0.1 i µ = 0.5 per valors
d’H ≤ HL1(µ) fins a n = 5 i com aquest resultat d’existe`ncia de 4 o`rbites d’n-ejeccio´-
col·lisio´ deixa de ser va`lid per H’s prou grans.
(a)
α1 β1 γ1 δ1
(b)
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(c)
α2 β2 γ2 δ2
(d)
(e)
α3 β3 γ3 δ3
(f)
(g)





α5 β5 γ5 δ5
(j)
Figura 4.4: D’esquerra a dreta i de dalt a baix valors de Ti per i =, 1..., 10 en funcio´ de
θ0 i H per µ = 0.1
(a)
α1 β1 γ1 δ1
(b)
(c)
α2 β2 γ2 δ2
(d)
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(e)
α3 β3 γ3 δ3
(f)
(g)
α4 β4 γ4 δ4
(h)
(i)
α5 β5 γ5 δ5
(j)
Figura 4.5: D’esquerra a dreta i de dalt a baix valors de Ti per i =, 1..., 10 en funcio´ de
θ0 i H per µ = 0.5
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Aix´ı, a la Figura 4.4 i la Figura 4.5 podem observar els resultats pre`viament esmentats.
D’aquesta forma veiem com les noves singularitats apareixen amb les interseccions parelles,
que e´s quan les o`rbites ve´nen d’un ma`xim relatiu en la dista`ncia amb el primer primari
i poden impactar. E´s a dir, si observem el valor de t en la 2n-e`ssima o 2n + 1-e`ssima
interseccio´ amb Σ, i.e. T2n o T2n+1, i comparem amb els valors previs T2n−2 o T2n−1, tenim
que les noves singularitats que apareixen en T2n i T2n+1 respecte T2n−2 i T2n−1 corresponen
a les o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´, ja que el xoc de l’o`rbita d’n-ejeccio´-col·lisio´ es produira`
entre el tall Σ2n−1 i Σ2n. Ara be´, aixo` pot deixar de ser cert per valors d’n i H prou
elevats, ja que la influe`ncia del segon primari podria arribar a produir punts d’inflexio´ en
r.
Ara be´, tambe´ veiem que per valors elevats d’H i n tenim una dina`mica me´s rica. Per una
banda observem com algunes d’aquestes 4 o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´ acaben col·lapsant
en la mateixa o`rbita d’n-ejeccio´-col·lisio´ quan H augmenta. Per l’altra banda veiem com
apareixen noves singularitats per valors d’H elevats, a causa de la influe`ncia del segon
primari.
Abans d’entrar en l’estudi d’alguna de les bifurcacions e´s necessari fer la segu¨ent obser-
vacio´, i e´s que, tal com observem en la Figura 4.4 i la Figura 4.5 moltes de les noves
singularitats que obtenim intersequen en algunes pre`viament obtingudes.
E´s a dir, si considerem les noves singularitats obtingudes al tall 2n-e`ssim amb Σ, i.e.
els valors inicials de les o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´, i aquestes singularitats intersequen
amb singularitats obtingudes pre`viament (i.e. singularitats produ¨ıdes en interseccions k-
e`ssimes amb Σ per k < 2n) tenim que per aquests valors no existeixen o`rbites d’n-ejeccio´-
col·lisio´ ja que per aquestes condicions inicials l’o`rbita ja ha col·lisionat pre`viament. A la
Figura 4.6, podem veure amb me´s detall aquest fenomen, cal notar que per tal de facilitar








Figura 4.6: Ampliacio´ dels casos (j), T10, per µ = 0.1 (esquerra) i µ = 0.5 (dreta) on
s’observa la interseccio´ de les singularitats.
Anem a veure ara el fenomen de les bifurcacions pre`viament esmenat. Estudiarem pri-
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merament la bifurcacio´ que apareix en el cas (h) de la Figura 4.4. Aquesta bifurcacio´ es
produeix a causa de la simetria del problema, aix´ı, si ho veiem des de valors me´s grans
d’H a valors me´s petits veiem que a partir de l’o`rbita que es veu sime`trica en l’espai de
configuracions neixen dues o`rbites me´s les quals so´n sime`triques una respecte a l’altra. Si
ho mirem des de valors d’H cada cop me´s grans tenim que les dues o`rbites sime`triques
entre si de les 4 que tenim per valors prou negatius d’H de 4-ejeccio´-col·lisio´ (i.e. β4
i δ4) acaben col·lapsant en una de les altres 2 o`rbites sime`triques (en particular γ4) i
desapareixen. Aquest resultat es pot observar a la Figura 4.7.
Figura 4.7: Fenomen de col·lapsacio´ per les o`rbites de 4-ejeccio´-col·lisio´ per µ = 0.1. A
dalt,d’esquerra a dreta podem observar l’ampliacio´ de T2n on s’observa aquest fenomen i
un esquema d’aquest fet, on en blau tenim el valor l´ımit de la col·lapsacio´, i en vermell
i verd les 3 o`rbites de 4-ejeccio´-col·lisio´ menys energe`tiques que acabaran col·lapsant. A
baix podem observar aquestes o`rbites.
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Podem observar als casos (j) de la Figura 4.4 i la Figura 4.5 com per n = 5 aquest fenomen
de col·lapsacio´ es torna a produir. De fet aixo` tambe´ e´s va`lid per diferents valors de µ i





Per tal d’integrar el sistema d’EDOs y′ = f(t,y) utilitzarem el me`tode de Runge-Kutta-
Fehlberg 8(7) amb unes petites modificacions purament calcul´ıstiques. La matriu de



























































































































































Taula 5.1: Coeficients de la matriu de Butcher.
















kj = f(tn + cjh,yn + h
j−1∑
i=1
ajiki) j = 1, ..., 13.
Control del pas
Per tal de garantir un error suficientment petit ‖yn+1 − yˆn+1‖ < ε, el control del pas









I, per tant, el nou pas vindra` donat per:
hnova = min(2 · 0.9h, habs, hrel)
Interseccio´ amb la seccio´ de Poincare´
Suposem que volem calcular la p-e`sima vegada que el flux σ(t,x) creua la seccio´ de
Poincare´ Σ definida per:
Σ := {g(x) = 0}
Aix´ı doncs, buscarem el temps τ(x) en el que el flux creua per p-e`ssima vegada Σ. Per
tant, un cop detectem aquesta interseccio´ (i.e. g(xm)g(xm+1) ≤ 0) el que farem sera`
buscar un 0 de la funcio´
G(t) := g(σ(τ(x),x)) = 0
iterant per Newton:
t(k+1) = t(k) − G(t
(k))
G′(t(k))






=< (Dx1g, ..., Dxng), (f1, ..., fn) >= Dg(σ(t(x),x)) · f(σ(t(x),x))
46
CAPI´TOL 5. ME`TODES NUME`RICS
Consideracions en la implementacio´
En el nostre cas per tal de fer menys divisions de les necessa`ries (i d’aquesta forma es





9 1 3 36
1
6 1 0 3 24
5
12 20 0 −75 75 48
1
2 1 0 0 5 4 20
5
6 −25 0 0 125 −260 250 108
1
6 93 0 0 0 244 −200 13 900
2
3 180 0 0 −795 1408 −1070 67 270 90
1
3 −455 0 0 115 −3904 3110 −171 1530 −45 540
1 2383 0 0 −8525 17984 −15050 2133 2250 1125 1800 4100
0 3 0 0 0 0 −30 −3 −15 15 30 205
1 −1777 0 0 −8525 17984 −14450 2193 2550 825 1200 0 4100 4100
0 0 0 0 0 272 216 216 27 27 0 41 41 840
−41 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −41 41 41 840























) j = 2, ..., 13.



















Cal remarcar, que la implementacio´ del codi s’ha fet utilitzant mu´ltiple precisio´, pero` que
per motius de temps computacional, s’ha treballat amb doble precisio´.
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5.2 Interseccio´ i dista`ncia entre corbes
Tant per calcular la interseccio´ de les corbes D+ i D− del primer me`tode i estimar l’error
produ¨ıt, ja sigui entre les diferents D+ obtingudes amb diferents vectors inicials o per
estimar-la en qualsevol punt de qualsevol de les varietats, e´s necessari implementar un
me`tode d’interseccio´ i de difere`ncia ma`xima entre corbes.
Suposem que tenim les corbes s i q calculades de forma discreta. El primer pas per
tal d’obtenir-les sera` d’interpolar-les entre els punts. D’aquesta forma el que farem sera`
normalitzar l’angle entre 0, i 2pi, ordenar els punts segons el valor de θ i reenganxar un
petit extrem de cada corba al final, i.e. farem una co`pia de s i q per valors de θ ∈ [0, δ)
incrementant aquests angles en 2pi. Aix´ı doncs, tindrem les corbes s i q definides en punts
per valors de θ ∈ [0, 2pi + δ).
Aix´ı un cop tinguem expressades les corbes s i q en aquesta forma, considerarem els



















Per tal de calcular la interseccio´ el que farem sera` mirar si els punts consecutius interpo-
laran angles iguals, i.e. si satisfan la condicio´ r
(s)
i ∈ [r(q)j , r(q)j+1] o r(s)i+1 ∈ [r(q)j , r(q)j+1].
Si estem en aquest cas, el que buscarem seran els valors ts, tq, θ0 i r0 on (θ0, r0) e´s la
interseccio´ de les rectes que passen per si i si+1 i per qj i qj+1 respectivament, ts e´s
l’escalar necessari per obtenir el punt (θ0, r0) a partir del punt si i el vector si+1− si, i.e.
(θ0, r0) = (si+1−si)ts+si i de manera ana`loga tq e´s l’escalar necessari per obtenir el punt
(θ0, r0) a partir del punt qj i el vector qj+1 − qj, i.e. (θ0, r0) = (qj+1 − qj)tq + qj. Aix´ı




i − θ(s)i+1 0





i − r(s)i+1 0
























I un cop obtinguda la solucio´ u´nicament hem de comprovar que ts,tq ∈ [0, 1], si aixo` passa,
considerarem la solucio´ com a va`lida i la inclourem en el conjunt de solucions.
Dista`ncia entre corbes
Per tal de calcular la dista`ncia entre corbes el que farem sera` anar calculant la difere`ncia
del valor de r entre un punt i la interpolacio´ de l’altra corba pel mateix valor de θ.
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CAPI´TOL 5. ME`TODES NUME`RICS
Aix´ı doncs el que farem sera` anar recorrent els punts de les corbes i veient quin punt te´







j+1] i interpolarem (linealment) el valor de la corba q a θ
(s)
i o be´ θ
(q)
j ∈ [θ(s)i , θ(s)i+1] i
interpolarem el valor de la corba s a θ
(q)




















Finalment, la ma`xima difere`ncia entre les corbes sera` el ma`xim de les d calculades, cosa
que ens donara` una estimacio´ de l’error come`s.
Observacio´ 1: E´s important remarcar que el cost computacional dels algorismes e´s lineal
un cop tenim normalitzades i endrec¸ades les sequ¨e`ncies dels punts de cada corba.
Observacio´ 2: No obstant aixo`, el tractament e´s me´s complex si tenim singularitats en
les corbes, ja que haurem de realitzar el procediment considerant cadascun dels trossos
de la corba. E´s per aquest motiu que, tot i tenir un cost computacionalment me´s elevat,
s’ha decidit treballar amb el me`tode de deteccio´ de singularitats en lloc del d’interseccio´
de varietats.
5.3 Obtencio´ de les o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´
Un cop obtingudes les singularitats en el temps corresponent a les o`rbites d’n-ejeccio´-
col·lisio´ en el me`tode de deteccio´ de singularitat suposem que volem calcular una o`rbita
d’n-ejeccio´-col·lisio´ particular per uns valors d’H i µ concrets. Calcularem localment el




0 = arg max
i
T2n(θ0,i)
Els angles inicials els triem de forma equiespaiada, aix´ı doncs considerem que la dista`ncia
entre els angles e´s δ. D’aquesta forma, seleccionarem el valor de l’angle inicial, θi, on es
produeix el ma`xim en la variable temporal i considerarem els nous angles inicials θi− δ/2
i θi + δ/2. Un cop calculat el valor T2n per aquests angles tornarem a calcular el ma`xim
en aquesta variable temporal pels valors θi − δ/2, θi i θi + δ/2. I procedirem de manera




Un dels objectius d’aquest treball era estudiar nume`ricament les trajecto`ries d’1-ejeccio´-
col·lisio´ amb el primari de massa gran en el problema restringit pla i circular de tres
cossos. A [10] es demostra anal´ıticament que per a valors prou petits del para`metre de
masses i per a regions de Hill prou petites al voltant del primari de massa 1−µ existeixen
exactament quatre o`rbites d’ejeccio´-col·lisio´.
Nume`ricament, hem comprovat i hem este`s el resultat de l’existe`ncia d’aquestes 4 o`rbites
d’1-ejeccio´-col·lisio´ per valors del para`metre de masses µ ∈ (0, 0.5] i regions de Hill una
mica menys restrictives de les que no permeten el moviment entre les regions que contenen
els primaris. Tambe´ hem vist que per regions de Hill me´s a`mplies existeixen noves o`rbites
d’1-ejeccio´-col·lisio´, que neixen gra`cies a la gran influe`ncia del segon primari.
D’altra banda, tambe´ hem extret un resultat similar pel nou concepte d’o`rbita d’n-ejeccio´-
col·lisio´ introdu¨ıt. Per valors del para`metre de masses µ ∈ (0, 0.5] i regions de Hill prou
restrictives existeixen 4 o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´. A me´s hem estudiat alguns casos de
la dina`mica d’aquestes o`rbites, i hem vist com e´s necessari considerar regions de Hill me´s
restrictives a mesura que n augmenta.
Tot i fer l’estudi de les o`rbites d’n-ejeccio´-col·lisio´ per regions de Hill que no permeten el
moviment entre les regions que contenen els primaris, s’ha observat que a mesura que n
augmenta la dina`mica es fa cada cop me´s complicada. Si, a me´s, hague´ssim considerat
regions me´s a`mplies, haur´ıem de procedir a la regularitzacio´ del segon primari, ja que
serien possibles les col·lisions amb aquest. Aix´ı doncs una continuacio´ gairebe´ obligato`ria
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